Enoncé

Soit X une variable aléatoire réelle positive d’espérance finie.
Montrer que :

P(X>2) = of2)

T——+00 x

Indication : Commencer par le cas ou X (€2) C N.

Correction

Preuve 1
1) Commencer par supposer X (€2) C N.
2) Ecrire

P(X > ) ZIP

3) En déduire l'inégalité

wP(X > z) Z KP(X

4) Comme E(X) =) kP(X = k) < 400, conclure par encadrement

2P(X > x) = 0
5) Pour traiter le cas général X (2) C R, il faut passer par | X | et 'encadrement [ X | < X <
| X | + 1 qui permet d’obtenir ’encadrement

VeeR, 0<zP(X >z)<aP(|X|+1>x)

6) Montrer que | X | + 1 vérifie les bonnes hypotheses, lui appliquer le résultat et conclure par

le théoreme d’encadrement que
P(X>z) — 0

T—>+00

Preuve 2
1) Commencer par supposer X (€2) C N.
2) Ecrire
+o0
E(X) = Y B(X >
k=1

et utiliser la convergence de la série et le théoreme d’Olivier pour conclure



P(X>n) — 0 e nP(X>n) — 0.

- n—+o00 n—+oo

3) Gréace a l'inégalité
0 <aP({X >z}) <aP({X > [2]})

se ramener a démontrer zP({X > |z]}) e 0.
4) Grace a l'inégalité
0 <2P{X = |z]}) < [¢|P{X = [2]}) + P{X = [2]})
se ramener a démontrer |z |P{X > |z]}) e 0 et PH{X >|z]}) e 0.

5) Utiliser la croissance de la partie entiere pour déduire de I’étape 2 :

[ /PUX > [2]}) = 0 et PH{X >[z]}) = 0

r—r-+00 Tr—r-+00

6) Conclure grace a la chaine d’implications que si X (Q2) C N alors

PH{X >z}) — 0

T—+00

7) Passer au cas X () C R, grace aux inégalités

0<zP(X >z) <zP(|X]|+1>x)

8) Appliquer le résultat dans le cas discret a [ X | + 1 pour montrer

P(|X]+1>2) — 0

T——+00

9) En déduire, par encadrement,

P(X>z) — 0

Tr——+00



